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Emleitung. 

nan fur ein System von n linearen Differentialgleichungen 
die Differentialgleichungen aufstellt, denen die Minoren 
g einer Integralmatrix — d. li. einer Matrix von n von- 
ibbangigen Losungssystemen — geniigen, so gelangt man 
lem System von linearen Differentialgleickungen 1. Ordnung, 

zt (^j Grleicbungen entlialt, da es Minoren pter Ord- 
' 2 -reibigen Determinante gibt. 

n nun durch Anwendung des Fredbolmscheu Grenzuber- 
in System von n linearen Differentialgleichungen die lineare 
entialgleichung 

*0 +Jy(*\h %)dx, 

o 

nte Feldgleichung, gewinnen kann 1 ), wobei die Integral- 
n .Losungsfeld dieser Gleichung cntspriclit, so liegt die 
welchen Integrodifferentialgleichungen die Fredliolmscben 
ses Losungsfeldes geniigen. Diese Frage soil in der folgeu- 
bebandelt werden. 

fsmittel werden im ersten Abschnitt Itegeln fiir die Diff'e- 
ner Fredbolmscben Determinante imd ihrer Minoren nach 
reter abgeleitet, die der Differentiationsregel fiir eine end- 
inante genau entsprechen. Dann wird nocb eine Beziehung 
i Fredbolmscben Minoren 2. Ordnung eines komponierten 
den Minoren seiner Komponenten hergestellt, die ebenfalls 
iiber endlicbe Determinanten entspricbt. 
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Einleitung 


Im zweiten Abschnitt werden zunachst mit Hilfe der Ergf 
des ersten Abschnittes die Differentialgleickun g fiir die Fredho. 
Determinante und die Integrodifferentialgleichung fiir die M 
1. Ordminer ernes Losungsfeldes der Glei chung (A) bzw. fiir dess 
verses Feld aufgestellt.*■) Sodann wird das System von Integrodi 
tialgleicbungen aufgestellt, dem die Minoren 1. und jpter Ordniu 
erwahnten Losungsfeldes geniigen, und das die Gestalt hat: 


(B) 


d_ 

dz 


dz 


V z 


U(z | i, %) =b(e | i, x) J U(z \ i, X)b(g\X } x)dX 

hi x i 


V % p/ 


y, yc-ir s \u(z\i a ,^)\Hz\i r ^ 

r = l s = l a = 1, 2 • • • r -- 1 ,>•-)- 1 • • -p 

(i = 1,2 • • • s - 1, * -I-1 • • • p 


1 p 




0 s = l 


l, , %■ 


i) •n 


i s , l \l{g\X } »^dX. 


% p > x p 


Wie man sieht, tritt hier als Analogon zur Erhohung der Anza 
Gleichungen in dem linearen Differentialsystem ein neuer Typi 
Integrodifferentialgleichungen auf. Die Form der zweiten Gle: 
des erhaltenen Systems legt es nahe, es in der Weise zu verall 
nern, daB man statt des einen Koeffizienten deren p verschi 
b 1 (s\ i,%) bis 6 (* | i, x) einfiilirt. Man erhalt so das System: 

t 1 

U l (z\i, x) = b l (#\i, x) TJ l (z\i,X)b l (z\X : %)dX (1= 1 
o 


( 0 ) 


dz 


Via 


x 1 


V s 


r = X s=l t* = 1, 2-• 1, r-|-1 • • -p 

{J=l ,2 • • • s — 1, t + - .p 


1 P 




0 s = l 


h } % X 

i i} X \b s (z\X,%,)dX. 




Da die Behandlung dieses Systems recLt umstiindlieh wird, i 
schranken wir uns auf den Fall p = 2. Es wird dann gezeigt, di 
allgemeine Losungssystem dieses Systems folgende Gestalt hat 2 ) 


u i(* 1 1 , x) = U x (g \t,x) + c x (i, %) + J c x (i, X) U x (g I X, x)dX 

0 

X 

U 2 (^ j i, x) = Z7 a (0 | i, x) + c 2 (i, ?c) + f c 2 (i, X) U 2 (z \ X, x)dX 


SB 0 


<2; ^2 




4 > ^a) 


wo 2 ^( 0 1«», i7 s (0|i,«), F 0 


C 2 , 3< 2 ) (g | i 2 , Jfj) Cj (i 2 , ^x) £7 2 (# I H J %) 

1 

+ o,(i,, *,) Di 0 I i„ *,) + f{ G (V 17, (i 11, *,) 

U X {B | i 2? JCx) I ^ 2 ) 

Cx(?2j /l) XJ x (s | A, %x) TJ%($ | i X7 x^) 

+ @2 (^2 > U x (g | i x} X£x) Cg (* | ^ 2 ) | dX 

1 1 

+ // 0(1] l) U, (* I X, *,) 14 (*I fi, x s )di d ft 

*1 > ^l' 1 


0 0 


^2 ) ^2 


ein partilculares Losungssystem 


bedeutet, und auBer deni Nicktversckwinden der Fredholmsclien Deter- 
minanten von U x (z \ i, x) und TJ % (g \ i, x) nocb das Nichtversckwinden 

der .Fredholmsclien Determinante von (— U x (g \ i x , x x ) £7 2 (g j « 2 , x^j) vor- 

/ % \ 

ausgesetzt werden muB. Vyg dagegen braucht keiner Bedingung 

( % oc \ 

i ’ %) so ^ e]a willktirlich 

und von s unabhiingig sein. Fine andere Form des allgemeinen Losungs- 
systems ist: x 

tlx(0 | i, x) = U x (g\ i, x) -f c x (i, x) +J*c x (i, X) U x (g | X, x)dX 

0 

t 

U 2 (g | i, x) = U 3 (g | i, x) + c 2 (i, %) + j c 2 (i, X) Z7 2 (g\X,x)dX 


m 


h, ^l\ _ 

^l(^!b^l) U 2 (^|«x,3< 2 ) 

4; % 2/ 

Ux(0|«a, * 1 ) tfa(*|»8, ^ 2 ) 


+ ®(/V 

f{^X) u ^ 1 ^ 

0 

X X 

+//«(! 


+ 


dX 


2 ’ (l) U ^ Z I X > X l) I ^ 



wo U x , £7 2 ; c x , c 2 dieselbe Bedeutung baben wie vorh 
willkiirlicb und von z unabbangig ist. 

Setzt man voraus, dafi fur b x (z | i, %) und b 2 (z \ i, 
lungen gelten: 

OO 

\o I i, «0 =2p n (i, ») (* - s o) n 

n — 0 
oo 

h(* I h X ) % )^ ~ ZoYl 

v = 0 

die fur \z ~ z 0 \ R konvergent sind, so ergibt sic 
z — z 0 holomorpbes Losungssystem in der Form 

oo 

U x (z | i, ») ~ *oT 

n = 0 
eo 

U 2 (z I i, %) =]y %)(z - z 0 ) n 

H = 0 



das fur \z ~ z 0 \ < R konvergiert, und fur dessen I 
lineare Rekursionsformeln erbalt 1 ), in denen die Anfa 

%), % Q Q 1 ’ ^) ganz willkiirlicb bleiben. Ist insbe 

%(b *)=°> «) = °> %o (£; “ 

so erhalten wir diese Rekursionsformeln in einer einfacl 
analytiscbe Fortsetzung dieses Losungssystems und da 
Losungssystems beim Umlauf um einen isolierten 
der Koeffizienten werden dann ganz entsprechend 1 
fur die Gleichung (A) in der erwabnten Abbandlung i 
durchgefiibrt ist. 2 ) 

In dem Falle, wo die Koeffizienten von z unab] 
sicb das allgemeine Losungssystem gemafi den vorhe 
mein durcb die beiden Yolterrascben Transzendenteii 1 

1) Wegen der Formeln fur (p n und vgl. Schlesin: 
Formel (3). 

2) S. 101 ff. 


Einleitung 


O 


W{z-z Q \\ (i, %)) = ~ b t W (i, x) (z - z Q ) n 

71 — 1 
00 

W{> -*<,\\ (»', *)) - £ 1 V>ft *) (, - 

71 — 1 

wo x) und b s ^(i, x) die sogenannten iterierten 

ind. 

Fall 

b i (z | i } x) — b 2 (z | i, %) — b (z \ i, x) 

das System zuriick, dem die Minoren 2. Ordnung eines 
Ides von (A) genugen. 

i entsprechende Entwicklungen werden fiir die Gleichung 
i 

(* S) “S { | x s ) bl ^ I X ’ ^ ^(* ?)*>(* I X ’ **) j 

o 

hrt, die sicli zu der dritten Gleichung des Systems (C) fur 
halt, wie die Sfcreckengleichung 

i 

ClX ~dz~~ = l) a (z I K x)dX 

o 

Idgleichung (A). 

Auszug aus der folgenden Arbeit ist im Jahresbericht der 
. Mathematiker-Vereinigung 25 (1916) erschienen. 


1. efrwa Kowalewski, Einfuhrung in die Determinantentheorie, S. 514. 


Erster Abschnitt. 


Uber die Minoren der Fredliolmsclieii Detei 

I. Differentiation der Eredliolmsclien Determinante nnd : 

nacb einem Parameter. 

1. Ein in bezug auf die reellen Veranderlicben i i 
Inter vail 0 <[ i, % <* l stetiger Kern y(i, %) moge noch ^ 
teren Veranderlicben z abbangen, und zwar werde d( 
wegen vorausgesetzt, daB y(z\i,x) eine monogene Funk 
plexen Veranderlicben z sei. Man nennt dann 1 ) y(z j i, 
genes Funktionenfeld der Veranderlicben z } i und. % beill 


zeiser. Die Fredbolmsche Determinante D y ist ebenfalls 


yon z ; nnd zwar, wie sicb ans ibrer Darstellung") 


(1) D t (z) — 1 -bJ7 


p = l 



y{ g \h> h) • 1 

• • y(* 1 h, 

y{e ’. ip, h) ■ 

• •2/Oiv 


0 0 

sofort ergibt, ebenfalls eine monogene Funktion der kc 
iinderlicben z. Wir fragen nacb der Ableitung dieser Fu: 

Um diese Ableitung zu erbalten, durfen wir die R< 
weise differenzieren, denn die Glieder dieser Reibe besitz 
lei tun gen, und die durcb gliedweise Differentiation er 
konyergiert gleicbmaBig. 

Die gliedweise Differentiation der Reibe (1) ergibt: 

y'^\h' l ) cU 


i i 

O 0 


+ 


+ 


3! 



0 0 0 


yXelhSi) y(*\h>h) 
y'(*\h>h) y{*\h,h) 

i 

y'Wuh) y(z\h,h) y(z\h,h) 
yXAhA) y(*\hA) yiAhA) 
y (p\hA ) y{^\hA) y{^\hA) 


y{*\h,h) y'AhA) 
y{*\ hA) y'(*\h>h) 


di 


+ 


y(z\h,h)y'(, 
yWMy'i 
y(e\h>h) y'( 


+ 


y(*\hA) yWv^y'WiA) 
y(*\hA)y(e\h,h)yXe\h,h) 
y(*\h>h)y(e\h,h) y'WM 


cU t di%di s in inf., 


1) Vgl. Schlesinger, a. a. 0., S. 87. 

2) Vgl. etwa Eowalewski, a. a. 0., S. 462. 



Differentiation der Determinante ond ihrer Minoren 
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Striche Ableitungen nach z bedeuten. Die einzelnen Determi- 
werden nun nacb den Spalten entwickelt, in denen die Ablei- 
von y steben. In den y' f die nur von einer Integrationsver- 
>ben abbangen, wird dieselbe mit i bezeicbnet. In alien ubrigen 
‘cbnen wir die erste Integrationsveranderliche mit i, die zweite 
.nd formen die mit ibnen multiplizierten Subdeterminanten durcb 
oder Spaltenvertauscbungen so urn, dab in ibnen links oben 
sr Stelle das Element y(z \ %, i ) stebt. Die ubrigen Integrations- 
adicben werden in geeigneter Weise mit i t) i 2 usw. bezeicbnet. 
bait so: 


= / y'(z\i,i)di 

•/ 

o 

l i 

~h{ 2 JJ i} ^ yWM did h — 2 Jfy'(8\i,x)y(z\x,i)did%\ 


i i 


0 0 
111 


0 0 


-,Us f f fvVi 

l o o o \y^\h,h 


)y(e\h>h) 


didi L di 2 


in inf. 


6 f f /V(*M 


0 0 0 


did%du 


rerden diejenigen Summanden, die y'(z\ i, i) und die, welcbe 
%) entbalten, zu je einer besonderen Reihe zusammengefafit. 


r ersten Reibe wird fy'(z\i,i)di berausgezogen, und aus der 


. J‘jy'(z\i, %)did%, was wegen der gemacbten Yoraussetzungen 


o o 

r erlaubt ist. 


dVy(e) 

dz 


l i 


■ j, fy(s\i,i)di+ 1 J j h,h ) V ^] ,l ^\di x di 

<r Yo J v^\h,h)y(*\h,h) ' 


+ 


i 

in inf. j J*y'(z\i, i)di 




n) 
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Ersfcer Abschnitt 


Nach. Formel (1) ist die erste Reike die Determinante D y {e) selbst. 
Ferner ist 1 ): 

MM+hf 


(2) 




y{zi x ,i)y(z\h,h) 


cli x in inf., 


wo D y | z 


das Symbol fur einen Fredholmschen Minor 1. Ordnung 

ist. Setzt man also fiir die Reihen die Werte (1) und (2) ein, so er- 
halt man folgende Differentiationsregel fiir eine Fredholmsche Deter¬ 
minante: 

dJ)y{z) _ . . C . C 1' ,, , . ,^f\i 


(3) = D y (z) j)/(z | i, i)cli +Jjy'(z \ i, %)JD t 

0 0 0 


VX Z\ K )didx. 


Wie man sieht, ist diese Formel der Differentiationsregel fiir eine 
Determinante nter Ordnung: 

f.i 

£, / =1,2 • • • n 1 = 1 

in der Y iy die zu y ix gekorige Subdeterminante bedeutet, ganz analog. 

2. Es soli nun die Differentiationsregel fur einen Fredb.olmsch.en 
Minor 1. Ordnung hergeleitet werden. 

Wir differenzieren zu diesem Zwecke die Reilie (2) gliedweise, 
was aus denselben Griinden gestattet ist wie bei der Reihe (1). 

Wir erhalten im pten Gliede unter dem (p — l)fachen Integral 
wieder eine Summe von p Determinanten, die jedesmal in einer Spalte 
Ableitungen von y enthalten. Die einzelnen Determinanten werden nach 
diesen Spalten entwickelt. Die Bezeichnungen der Integrationsverander- 
licben werden zum Teil in geeigneter Weise geandert, und diejenigen 
mit den y' multiplizierten Subdeterminanten, welche dieselben Ele- 
mente enthalten, durch Zeilen- oder Spaltenvertauschungen auf dieselbe 
Form gebraeht. Dann werden jedesmal diejenigen Glieder zusammen- 
gefafit, die einen der Ausdriicke 

i i 

U’(* fy'i* |V)A fy'{z\x,X)dl, 
o o 

i ii 

fy'{z\X,l)dl und 'fj i y'(ss\l,{i)dldy, 

0 0 0 


dz y\ % 


1+rr f*\k,WH + h f 

H-in inf. J 


)<?A y(*|*,A) + 


y(*iM) y(*|jc,i,) 

yM^yMhA) 


’// 


‘ y(>M) 2 /OM 1 ) y(*l*,*s) 
y 0 1 * 1 , A) y (0 1 %)«/ (0 i i v * 2 ) di 2 

yOK> A )y(«l4,y y(^Ks»®a) 


4- * • • in inf. 


1 

)dk^y{ 0 \k 9 i) + YiJ* 


y(s\l,i) y(*|A,0 

y(*K*Oy(*K>*J 


yMV) y(*IVi) yW A >®a) 
y(* l«i;0yOKA) yO!*i;* 2 ) «M* 2 
yOK;*) ?/OK; 4 ) yOK>* 2 )' 


4* • • • in inf. 


y(z\%,i) y( 0 \K,h) 

2 /OK;*) 2 /OKK) 


yOh*) yOk *0 yOk* 2 ) 

y 0 14; *) 2/0 I Hi H) y 0 1 * 1 ; 4) d h 

y{s\h>i)y(z\h,H)y(s\hih) 


1 r r y\*\*,v 
+ 2 1// yOlkOyOK; 
./*/ yOk;*)yOK; 

0 0 

4 • • • in inf. j Jy'(0\X, X)dl 


J yOM^W 5 ^) , 1 
1 yOkOyOIM) 1! 


1 

-/; 


yOk*) yOk*) yOkk) 
yOk*)yOliM) yOk*i) 
y 0 K? *') y 0 I K a) y 01 K n) 


4* • • • in inf. |. 
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Erster Abscknitt 


Beriicksiclitigt man Her die For mein. (1) und (2), sowie cl: 

K^iVi) y&'.Xtoh) I 


( 4 ) ^M2 


, 


+ 


1! 


y(e\*vh)y(*\*i,h)y{e\*M 
y 0 ’ %,h ) y (* I *2 >h) y (* I *1) 


3/0*1 ■Wi) 2 /(* I V 2 ) y( z I A i> *i) 


X. -j- 


wo JD (a ^ * 2 ) das Symbol fiir einen Fredbolmscben Minor 

V \ ^2/ 

nung von y (z \ i, %) ist, so erbalt man 
A 


( 6 ) 

\*>X)Dy(e 1)}^ 

0 

1 11 

D M*)f y,( -* \X,X)dX -\-JJy'(g\X,p)D y (e^ 


+ 


0 0 


3. Wir wo Hen nun nacb derselben Methode nocb die A1 
eines Fredholmsclien Minors 2. Ordnung berecbnen. 

Wir verfaliren zu diesem Zwecke mit der Eeibe (4) ga 
sprecbend wie mit der Reibe (2) in Nr. 2. Wir differenzier 
die Eeibe (2) gliedweise und entwickeln die entstebenden Determ 
nacb den Spalten, in denen die Ableitungen von y steben. 
werden, nacb geeigneter Anderung der Benemnmgen der Integ 
veranderlicben, diejenigen mit y r multiplizierten Subdetermi 
welcbe die gleicben Elemente entbalten, durch Zeilen- oder i 
vertauscbungen auf dieselbe Form gebracbt. Ferner werden die 
die einen der Ausdriicke: 


y'(*\xi,h), s/'OK v), y'(*\*uh), y'(* h,4); 

1111 

Jy'^lXji^dX, Jy r (z\X,i % )dX, Jy'(z\x v X)dX } Jy'(z\% % , X)( 
ooo o 

i ii 

Jy'(z | X 7 X)dX und fj'y'^z] X, y)dXdy 

0 U 0 * 

entbalten, zu je einer besonderen Reibe zusammengefafit ? un 
Ausdriicke selbst jedesmal vor eine Klammer gesetzt. 


Differentiation der Determinante und ihrer Minoren 
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■eriicksicbtigt man dann die Formeln (2) und (4) ; sowie die Dar- 
ig eines Fredbolmscben Minors 3. Ordnung 1 ): 


H) hf H 


%? ^2) x 3 


)- 


y( g \*i>h)y(*\ *i, 4) y 01 ■ *i, 4) 
y(*\*2,h) y(z\*2,h) y{*\vz) 
y{* k;4) y{*\ *s>h) y(*\*s>h) 

i 

y 0 I * 1 , 4) y ( g I *i, 4)«/(*I *i, 4) y 01 *i, 4) 
2/04*2,4) 2/OI* 2 ,4) 2/01* 2 ; 4) 2/OI* 2 >4) 
y ( g ! *3? 4) y i? I * 3 ? 4) 2/04 *3, 40 y (, g I * 3 , 4) 
2/044-4) 2/(44; 4) 2/044,4) s/(44;4) 



dX x 


in inf.. 


fait man: 


tM' 


L * 2 ) 

\ *i, *2/ 


% x ,i x )B y (z 1 2 2 ) + y'(z\* 2 ,h)n y (z + 

-y'(z\x 2 ,i 2 )D y (z\ 


"'0444)^(* + 


4; ^2^ 1 

XjL, X 


dX 


+ y\z\%^X)JD y { 

i ii 

(* I X X)./' / + //» 'C*|i. rt -0, {• \ £ * 1) <u <h, 


0 0 


wie man sofort aus den lleibendarstellungen sielit: 


benso 



Es wiirde keinerlei grundsatzlicbe Scbwierigkeiten bereiten, die- 
n vorangegangenen Nummern angewandte Metbode zur Herlei- 
der Differentiationsformeln fiir Fredholmscbe Minoren beliebiger 
mg auzuwenden. Indessen wird das Verfabren bei Minoren boberer 
mg sebr umstandlicb. Baber soil im folgenden ein Satz berge- 
werden, der es ermoglicbt die Differentiationsregel fiir einen Mi- 
eliebiger Ordnung in einfacberer Weise abzuleiten. 


«,/J=l,2 ■ • -p 

Wir beweisen diese Formel zunadhst fur p = 2. 

Zwiscben den Fredholmscben Minoren erster und zweii 
besteht die Beziebung 1 2 3 ): 

1 

(8) *>,(*| tx) +/*('!*»*)*.(*1—»w*»* 

0 

+ 2 / 01 * 1 ; 4 ) 


Diese Gleicbung kann als lineare Integralgleicbung fiir i 

als Funktion von x t aufgefaBt werden. i 1} « 2 und % 2 spiele: 
von Parametern. Der. Kern der Integralgleicbung ist y(i 
Fredbolmscbe Losung von (8) ergibt: 




y(z\l,i 1 )B y {z l ^j^-y(s!\X,i 2 )D 


Wir multiplizieren bier mit B y {g) und verwenden dann die I 



Fiir beliebiges p beweisen wir die Formel (7) durcb einen 
p — 1 auf p. 


1) Dieser Satz stammt von Plemelj, Monatahefte f. Math. u. Pi 
S. 101, Formel (10). P. beniitzt die Formel zur Definition der Min 
Ordnung. — Ygl. auch Hahn, Jahresber. d. dtsch. Math.-Yer. 20 ( 
Formel (27). 

2) Ygl. etwa Kowalevski, a. a. 0., S. 486, Formel (4) fiir p = 

3) Ygl. etwa Kowalewaki, a. a. 0., S. 474, Formel (15). 


Differentiation der Determinante und ihxer Minoren 
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3 sei also vorausgesetzt, daB 


hi ? 2 .. 

•V^v 

= Id ( 0 \ 

\ 1 *) 

* 1 ; *2 • 


I y \ 

IV 



a,y= 1 , 2 - 

■ ■P-1 


)estelit zwischen den Fredholinschen Minoren (jp — l)ter und 
rdnung die Beziehung 1 ): 

1 




h, h " • *„ \ + fy^\ x X)I)L Y , ’"' l, ') dX 

\ I ^25 "8 • ' • 

\ x 2j 

-+•••+(- H- 


2 , A-g • • • -j, 

Heichung fassen wir als lineare Integralgleicliung fur 


D„{z 


h) h • • • l p 


*i; *2 • • • V 

ktion von % 1 auf mit dem Kerne y^K^X). Die Yeranderliclien 


. i ; x 2} jf 8 . . . sc sind als Parameter zu betrachten. Die Fred- 


iie Auflosung dieser Grleiehung gibt: 




h • • • 




>1*1- 1 *’*"■ * ) + !/(*l*i> *.)■»,(* | * ' ” * f ) 

\ | Jtg, Aj t . . ^ \ x. 2l ^3 . . . A,/ 




A(*|*,) r 

JMz) 


y(z\X,i x )D y {0 


> 


^17 *3 ‘ • ' \ 




+ ••• + (- l )”'M 1 - 1 ” 1 “ 0 . 


dX. 


'ziert man hier mit D i> ~ 1 {/) und setzt man fiir die Minoren 
iter Ordnung ihre Werte aus Formel (10) und fur die mit ihnen 
izierten Ausdrttcke ibre Werte aus Formel 9 ein, so erlialt 



J)p 

y 


~\z)D y (& 


b; h • • • % p 
* 1 , x -2 • • • S 


D,\* 


a,0 = 2,3 •• - p 


Dy 14 

y = 1, 3 • • -p 
<f = 2,8 • • -p 


+-+ ( _ | J >,(,|*0 


l = l,2--vp-l 

jj. = 2,8 • • • p 


Hier ist aber die rechte Seite nicbts anderes als die Entwicklung der 
Determinante 





a,p = l,2---p 


nacb der ersten Spalte. Wir erbalten also die Form el (7). Wenn diese 
Formel fur die Minoren (p — l)ter Ordnung gilt, so gilt sie also auch. 
fur die Minoren pter Ordnung. Nun ist sie bewiesen fur p = 2, sie 
gilt also allgemein. 

5. Wir differenzieren Formel (7) nacb. Die dabei rechts auf- 
tretenden Determinanten denken wir uns nach den- Reihen entwickelt, 
in denen die Ableitungen der Minoren steben und erbalten so: 


(j>-l)D*-\ 0 )DAg 


% i) ^ 




‘ \ \ d ?y (#) 

• V 

ht h • • • \ 


P P 

•22 

r = 1 * = 1 


(- 1 ) 


r + t 


DJg 


a = 1,2 ■ 

0 = 1 , 8 - 


*0 
l,r+l 
1,« + 1 


— I) 
dz JJ y 



Hier werden fur die Ableitungen der Minoren 1. Ordnung die Aus- 
driicke aus Formel (5) eingesetzt und beriickBicbtigt, daB nacb For¬ 
mel (7) 



0 )- 



■ + -Y(?\ *,,0-^0) | £„(*[*;) 

4=1 r = l ' ' x 

(-1 r*‘D,{» i) 

i'.-)(».('IJ)ii , (-v^,('lt,)[A(.!:;)! 

r = 1 N 1 4 = 1 N f/ 

a = l, 2 • • •?- — l,r + l-~-p\ p~l,2-+ ■ .p 

dung der Form el (7) erhalt man fiir einige der tier auf- 
folgendes: 

OW-I-;)! 


p p 

22 

r= 1 4=1 


ViVWp 


imen folgendes 




« =1,2 • • - r — l,r + 1 • • ■ p 
= 1,2- • • 4 — 1,4 + 1 ■ • -p 




a = 1,2 ■ • • r — 1, r + 1 • • • p 
(i = 1,2 8 — 1, s + 1 •• -p 






a = 1,2 • • - r— 1 , r + 1 • • -p 
ft = 1,2 ■ ■ • 8 — l,a-f-l - --p 


1, ‘ 4 ‘ /L i / 


+ 'D y U 



D L\ 


V 

y \ 

X /3/ 


i) -w-'&».{• 


a s= 1,2 • ■ • f — 1, f +1 • • • ^ 


1 ? 2 4 4 ' jp 


r=l 


*) 



V 

V \ 





ce — l,2-“r — l,r + l'“P 
(3 = l i 2---s-l,s + l'--p 


r~ 1 


i = i, • -i r 


*1 7'2 ' ' ‘ ' ‘p 


P 

r— 1 




' J V— 1 j 'r + 1 ^ 


/ — Ji,ij• - • 2j— 1 j 'ft i "p> 
# = /l . • ' ' X} -1 >*}•' 


D.U 




r 


2 = ix ,U---l p ,Z 


%=3tl,Xn -X ,fl 


r=i,2---p 

d = 1, 2 ■ • •*) 


- - */»*.(' 11 i::: 12 + ^( s I >/- 




1? f 2 


«1,«3 


Diese Werte setzen wir in Grleiclrang (*) ein unci ebenso den 
von aus Formel (3). Wir erlialten so: 


( 12 ) 


A 

dz 


D s (e 'i’ 1 *-" 1 *) 

J \ K.,%0 . ..%J 


P P 


v i; n 2 - -p 

h) 4 • • • K-X) V + i 


... 




r=l *=1 x 

//Vw | XX';. XA iUli - 


+ 


0 0 


II. Die Minoren eines komponierten Kernes. 

Bestelit zwischen den Feldern t)(i,«), y(i,x) und c(i, x) die 
ling 

1 

i) = y(x, i ) + c(x, i) + fy(x, X) c(X, i)dX, 

o 

nt man i) ans y(x, i ) und c(x, i) komponierfc und schreibt 
ziehung (13) auch symbolised 1 ) 

{!?(*; 0 } = {(*>»)} {<«,»)}• 

{*)(?, i ))' 1 = ( c (^ 0 )" 1 ; 

(jCji)} -1 das inverse Feld oder der losende Kern zu {t)(jc, i)}, 


I ebenso 



D* 


(»(*, 0)- 1 - 


wir diese Ausdriicke in Grleichung (14) ein, so erhalten wir 



jrmittels dieser Grleichung und der Formel (7) kann man nun 
chwierigkeit eine Darstellung der Fredholmschen Minoren eines 
ierten Feldes durch die Fredholmschen Minoren seiner Kompo- 
geben. Da die Rechnung aber in dem allgemeinen Falle eines 
beliebiger pter Ordnung recht umstandlich wird, so soil das 
:en hier nur fiir den Fall p = 2 durchgefiihrt werden. 
is Formel (7) ergibt sich 



Dt> Ht) JDq D\) 


Vgl. Scklesingor, a. a. 0., S. 106. 

Vgl. etwa Kowalevski, a. a, 0., § 183 S. 474ff. 





) ujulu ernaiuen so: 



ssen sich die p-reihigen Determinanten einer komponierten Ma- 
ear nncl homogen aus Determinanten einer jeden ilirer Kompo- 
zusammensetzen. *) Um aucli liier zu erreicben, dafi die Minoren 
nzelnen Komponente linear und iiberdies die Minoren der bei- 
mponenten gleicbberecbtigt in dem Ausdruck fur den Minor 
nponierten Peldes auftreten, formen wir das auf der redden 
er Grleicbung (16) auftretende Doppelintegral etwas um, 
ist namlicb 



die beiden Summanden unter dem Doppelintegral ja nur durch 
cbung der Integrationsveranderlicben unterscbeiden. Nun ist 


D„ 




Ygl. z. B. Kowalewski, a, a. 0., S. 72, Satz 26. 


f AfeiW 

J D c JDy JDy 


--- did a 


o o 
1 l 


0 0 

nach Formel (7). 

In (16) eingesetzt gibt 


_ i f f °4 ri) M*J) 

~ J D c ~ By 


— -dXdu 


(16 a) 


Dt) 12 ) JDy ( h ' i2 ) dJ* 1 ’ tj ) B c ( 1 ' ) By ( l * 

_\ W H ^8/ __\ y ~li y ~2/ _j_\ X li H a/ _j_\ y 'l^_\ y 2 


Dt, 


D fl 


D. 


D* 


+ 


^(i) b 4) ^4) ^Ci) 

~B~ e "~By" ~D~ JDy 

*4) 


B„ 


JD n 


+ 


/p44 ?4 

/ r a 


+ 




D„ 


D* 


+ 


'444) , J 4) J 4/,»,) 


D, 


JD U 


JD„ 


JDy 


+ -J- 


1 1 
s 

JD, 



(h,h\ 

C U> fW 


D» 


D„ 




JJy 


In dieser Gestalt lafit sicb. die Formel ancli durcli den Fredholi 
Grenziibergang aus dem oben erwahnten Determinantensatz direl 
leiten. 

Eine weitere Form, der Darstellung, die zwar etwas wenigei 
sicbtlich ist ; aber fur spatere Untersucbungen (Zweiter Abscbnii 
von Nutzen sein wird, erlialt man, wenn man in der Grleicbu 
die Ausdriicke in der dritten und vierten eckigen Klammer unte 
ersten Integral anders ordnet nnd die ilbrigen eckigen Klammer 
mittels Formel (7) umformt. Es ergibt sich so 





Zweiter Absclinitt. 

Uter eine neue Art von Integrodifferentialgleichungen. 

I. Die Differentialgleiolung Dir die Fredholmsolie Deteminante unci 
die Integrodifferentialgleichungen fiir litre Minoren. 

1. Es sei x) ein Liisungsfold dor ffoldgloi cluing 

(17) ^ a ( 0 \i } x) + jy(s\i } X)a{s\X ] x)dX. 

o 

Wir differenzioren die zu y(*\i } x) gehorigo FrodliolmHcho Detcrminante 
J) (js) nacli Formed (3) und borticksiclitigen daboi, daB y(e\i,x) oi li& 
L6sung der Integrodifferentialgleichung (17) Bein soil 

i 

,< d* W “ jr; vW/“(*!*>')<** 

<f 

i i 

+jja( 0 \X,i ){ D y (s$) y(s\i, X) 4 J) y (s . *) 

0 0 

l 

■+■ jy{0\x } X)D v [e fjdx J didl. 

d 

Nun yorschwindet abor dor Ausdruck in dor goHchweiftcn K lummox’ 
nacli Formel (9). Wir oriialton also 

i 

(IK) 

0 

und durch Aufldsung die weitero Gloiehung 1 ) 

j 1 

lUa /«(i| r,e tl i 

( 19 ) ^y(X) «*■" (i*n 0 

Diose Formel isfc einem von Jacobi 2 ) in der Thcoric der liuearen 
rentialsysteme aufgestellton Satze analog. 



2. Wir differenzieren jetzt den Minor D y \s j des Losungsfeldes 

y(z\i,%) der Integro differ entialgleichung (17) nach Formel (5) und er- 
halten bei geeigneter Znsammenfassung 



wobei davon Gebrauch gemacbt ist, daB 


JD 


y 



= -z> 


8 


i 7 l\ 

«) [lj 


Nun verschwindet der Ausdruck in der ersten Klammer nach Formel 
(9) ; und der Ausdruck in der zweiten Klammer nach Formel (8), wenn 
man dort liberal! y(8\i,%) durch y(z\x,i) ersetzt. Wir erhalten also: 


( 20 ) 




= - a(s\y.,i)D tJ (/) 

1 1 

—jJD y (e ^a(0\x,X)dX + JD v (e^J*a(e\X i X)dX. 
0 0 
Urn noch eine Yereinfachung zu erzielen, bilden wir 


Dy 


(Hi) 


1 y*j 

Dy (z) dz V v 


( 4 ) 


P 


■(* 0 


_ dD y (Z) 

Pi/(z) dz 


d Z Py (z) 

Setzen wir rechts fiir die Differentialquotienten die Werte aus (18) 
und (20) ein ? so ergibt sich 


( 21 ) 


a ■ D,J 


(Hi) 


dz Py{z) 


a(#\3c,i) 


Y(Hi) 

P V {Z) 


a(z\%, X)dX. 



24 


Zweiter Abschnitt 


Der Ausdruck 


Dy{z) 


- geniigt also der Integrodifferentialgle 



ist, und -welclie die zu (17) adjungierte Grleicliung heifit. 1 ) 
3. Um nunmelir die Integrodifferentialgleicliung fiir die 


schen Minoren 2. Ordnung zu erhalten, wird der Minor D, 

naclh Formel (6) differenziert unter der Yoraussetzung, daJ 
ein Losungsfeld yon (17) ist. Nach zweckmaJBiger Zusamn 
erkalt man so 



Die Ausdriicke in den Klammern verseliwinden mit Ausnakme des 
ersten, wie man aus Formel (11) fur p = 2 und p — 3 erkennt, wenn 
man dort iiberall an Stelle yon y(z | i,%) sick y( 0 \x,i) gesetzt denkt. 
Ea ergibt sieb. also 


— X) a< ^ x -’ ii>+ X) a ^ ixi ’ h>+D X* X) a<2 ' z ' i ’ ii> 

1 

0 

1 

+ B »{ z \X h X)f a( - !! ^’ X)M - 


Wir bilden zum Zwecke der Yereinfackung dieser Gleiekung 

Iki h \ / i • • \ B (z I ki h \ 

1 x u x s/ __ 1 XL T) (| : ^2 \_ v \ 1 K v> % i) d t\ / \ 

'*(*) D y (z) dz y v | X 2 ) . B t /(z) dz"vW- 


d 


dz D y {z) 


Setzt man kier die Werte der Differentialquotienten aus (18) und (23) 
ein, so erkalt man 


(24) 


d By ' 2 


hi h \ 

x n ^j/ 


d Z Dy (jf) 


DAz\ 


jd„ h r 1 


DAzA* 


JDy ( z) a ^ 1 %2; ^) + D y a ip I *u h) + ^ a (? | ^2; h) 

Byiz |M 

bX(s) a i z \ %i ^X) 

l 

V i +- -j '» oi%. x )p- 

0 

41^,) 




Du 


Die Ausdriicke — und —A_Lpj_^Z. gemigen also folgendem Sy- 

J-Jn JJii 


'!/ 

s+,em vnn TnfpcrrnrliflP r .nt.in.lorl inTinncpn 



i, X)b(g\X } %)dl 


j- g U(e\i,x) = b(z\i,%) +j U(s\ 




— U(e\i^^l{e\ i v ^)+ U(z\h,^)b(z\i v x x ) 


+m'c; 

0 


Vi) + M*I£ ; ; )6IX,Jf 2 ) UX, 


wo wieder 


b(z\i,%) = — a(z\% } i) 


4. Es isfc jetzt leieht, das in der yorbergebenden Nummer ge- 
wonnene Ergebnis zu verallgemeinern. Setzen wir namlicb wieder vor- 
aus, dafi y(g\i,x) ein Losungsfeld der Grleicbung (17) ist ; so ergibt 
sick aus Formel (12) bei geeigneter Anordnung 




dz y \ | ^2 ' * * 


Z 2 (- 


V "2 ••■"s- 1J "j + 1 


1 p .... ... 1 

-/ 2 D >( g | %X".\z +^,(* 11 1 ;,*,::: *)<** 

0 S=1 0 

r=l o 

+J(-D*- ; w*.,*)*.(* | v 

+A* i ^ i)D r (* i £;XV: X".v. y 

0 ^ 




Integrodifferentialgleichungen fur die Minoren 27 

Nun folgt wieder aus Formel (11), daB die beiden Klammerausdriicke 
versckwinden. Es ist also 


(26) 


dz v\ x % v xj... 


k; H • • • \ 


»• = ! 4=1 x 


• •• 


V V+i 


-V A s + X ••• 3 V 


’"xVO;*,>0 


Zur Vereinfackung dieser Gleickung bilden wir wieder 

g I hi *s ••• l *3>\ 
k | j • • • Up J 1 (L 

JDy(z) Dy(z)dz’ Lj 'v 


A J >‘ 


dz 


.DA* 


\ x 1 ) x i ...xj 




D 1 3 \h,h ••• *,\ 

dz 


D y \z) 


und erkalten, indem wir reckts fur die Ableitungen die Werte (18) 
und (26) einsetzen 


(27) 


d 


( z ! *11 h * 

V I ••• * 


dz JD,j{z) 

DJz\^ h ••• V-nV+i--- M 

1 a(,|* f ,i r ) 

V - ' 1 


P P 

r =1*=1 


-f2 
0 »“1 

Berlicksiclitigen wir nun nock, daB nack Formel (7) 


•' %—ii V + i • •• I 

• • • K X + 1 ’ " K p) _ 

Dy(z 

v\ 

id. 

Dy (Z) 

1 Dy( z ) 1 


a = l,2 • • -r — l,r + l • • •P 
fl = 1,3 • 4 — 1, 4 + 1 • • ‘P 


so ergibt sick aus (27) 
n (« I *'i ’ ®s ■ ■ * 

d “*{* k, 


(27 a) 


dz 


D y (z) 




r = 1 4=1 


r 

i n \ 

D V [Z 

v) 


Dy (Z) 
a = l,2-- -r—X,r + t---p 
/?= 1,2 ••• 4-l,4 + l'"P 


«Ok,*r) 


%j^D u (z\yif ■■■>■■-t p ) 


28 


Zweiter Abschnitt 


1j ( g [A j) (g [ H ) h • • • A\ 

Die Ausdriicke Vj_ und J \ 1 x a ... Kp ! gei 

Dy (s) Dy ( 0 ) 

gendeu System von Integrodifferentialgleicbungen 


genugen 


1 

-&(*!*>) + J U(z\i,X)l( e \. 




Ipt ^p' i-ls = l a=sl,2--<r — l,r + l 

/*= 1,3 • • • i-1, jr + 1 


+J * &OI-M 


wo wieder 


gesetzt ist. 


b(z\i } x) = — a(z\%,i) 


5. Man kann der Feldgleicbung (17) die Gleicbunj 

1 

(29) — |J %) ~=fx(z\l)a(z\X,x)dl, 

0 

die sogenannte Streckengleicbung, an die Seite stellen 1 ) 
eine in bezug auf die konrplexe Yeranderliebe z monog 
zng auf die reelle Yeranderliebe x } den Stellenzeiger, ii 
0 <^. % ^ 1 stetige Funktionenstrecke bedeutet. 

Die zu der der Gdeichung (17) adjungierten Gleiel 
ziierte Streekengleicbung 

1 

(30) P(e | x) =Jp(z\ l)b(z\l,%)dl 

0 


beifit ebenfalls zu (29) adjungiert. 

Wir wollen nun die in der zweiten Gleicbung de 

( h, % i\ 

auftretende Funktion Viz • • • • I ebenfalls ein Funktio 

^ VV 

wobei aber im Auge zu bebalten ist, daB an Stelle deg 


Yerallgemeinerung der Integrodifferentialgleichungen 


29 


zeigers % die p Stellenzeiger x v x 2 ... x p treten. Vy z 




*p> % 


ist also 


nacli dieser Auffassung ein Funktionenfeld mit p Paaren von Stellen- 
zeigern. 

r » v 


Die Funktion Q\ z 


ware danacli entspreekend als eine Funk- 




tionenstrecke mit p Stellenzeigern zu bezeicknen, und der zweiten GHei- 
ckung des Systems (28) wiirde die Streckengleicliung entspreelien 


(31) 


/ 




b(z\X, icj dX\ 





der zweiten Grleiekung des Systems (25) also insbesondere die Strecken- 
gleiebung 



Es sei seklieBliek nock erwaknt, daB im folgenden alle vorkom- 
menden Funktionenstrecken und -felder als stetig in bezug auf die 
Stellenzeiger und als monogen in bezug auf die komplexe Verander- 
licke z vorausgesetzt werden. 


II. Verallgemeinerimg der aufgestellten Integrodifferential- 
gleickungen. 

6. Die Form der zweiten Grleiekung des Systems (28) und beson- 
ders die Form der ikr assoziierten Streckengleiekung (31) legt es nake, 
diese Grleickungen in der Weise zu ver allgem ein ern, daB man in der 
unter dem Integralzeicken stekenden Summe in jeden Summanden ein 
anderes Koeffizientenfeld b a (0 1 1, x s ) einsetzt. Diesen p Koeffizientenfel- 
dern entspreckend treten dann an die Stelle der ersten Gleickung des 
Systems (28) p • Feldgleickungen mit je einem Paar von Stellen¬ 
zeigern. 

Wir setzen das verallgemeinerte System also in folgender 



(33) 


f s u,(t\i,x) - t,w, x ) +j Utmwww 


ai i,2 


dz 


VI z 


1 ) r+ ‘ I I *,) 

l V’ % P r = ls=l a = l,2---r-l,r + l---p 

^=1,2 • • • s — 1, s + 1- • • P 


\ P 

+J2 

n * — 1 


! h, 


F e 




W 


Der letzten Grleickung dieses Systems entsprickt die Streekengleickung 


(34) 


dz 


Q\ e 


?)-!$* 

r, *=i 


/ 

% \ \ 


*s -1 

z 

X 


X s + 1 


% / 




Die Bekandlung des Systems (33) und der Gleickung (34) ge- 
staltet sick im Falle eines beliebigen p reckt umstandlick, und wir 
werden uns daker im folgenden auf die Bekandlung des Falles p = 2 
kesckranken. Es sckeint jedock, dafi sick aide in dieseru speziellen Falle 
angewandten Metkoden und Scklusse okne grundsatzlicke Sehwierigkeit 
auf den allgemeinen Fall ubertragen lassen. 

Wir werden uns also im folgenden mit dem System von Feld- 
gleickungen 

i 

U x (z\i, x) = b x (z\i,x) + j TJ x {z\i,X)b x (z\X,v)clX 
o 

i 

§- t U 2 (z\i,z) — b,(z\y.) +J U 1 (z\i,l)b,,(z]»./z)dl 


(35) 


dz 


Viz 


hy % 


%J “ - U 2 (z\i x ,% 2 )l x (z\s,% x ) 


+ U 2 (z\i 2 ,x 2 )b x (z\i v y n ) 




L, X 


+ f 


*»*>}** 


(36) 


d_ 

dz 




q(s 


bescbaftigen. 


III. Die allgemeine Losung. 

7. Die allgemeine Losung der Feldgleicbung (22) wird durch die 
Formel dargestellt 1 ) 


i 

(37) U (z\i,%) = TJ(z\i,%) + c(i,x) -f- J*c(i,X)U( 0 \X,x)dX } 

o 

in der U{z\i,x) eine partikulare Losung von (22) mit nicbt versehwin- 
dender Fredholmscber Determinante, und c(i, x) ein willkiirliches Kon- 
stantenfeld bedeuten. Die allgemeinen Losungen der beiden ersten Glei- 
cbungen des Systems (35) werden also durcb entsprecbende Formeln 
dargestellt. 


Um das allgemeine Losungssystem von (35) zu erbalten, mussen 
wir nocb die allgemeine Losung der letzten Gleicbung dieses Systems' 
aufstellen. Da diese Gleicbung aus der Gleicbung fur die Minoren 
zweiter Ordnung eines Losungsfeldes von (17) entstanden ist ; so wird 
anzunebmen sein, dafi die Formel fur die Minoren zweiter Ordnung 
eines komponierten Feldes einen Ansatz fur die allgemeine Losung 
geben wird ? und zwar zeigt es sicb, daB man von der Gestalt (16 b) 
dieser Formel auszugeben bat. 

Wir erbalten somit fur das allgemeine Losungssystem von (35) 
folgenden Ansatz 


1) Vgl. Schle singer, a. a. 0., S. 99, 100. 
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Zweiter Absclmitfc 


1 

VLj.(0\i,%) = ( 0 1 i, x) + J rj*c x (i,X)U l (z\l,K)c 

0 

1 

11 2 (0 \ i, a) = U 2 (0 | 4 jc ) + C 2 (4 J* c s(?tfy U 2 ( 0 \l } it)c 

0 


— Cg (4, jc 8 ) U ± {0 1 i 2 , — c : (4, %) Ug 01 4> «s 

-}- Cg (4? ^ 2 ) ^4 b'l7 ^l) 




+ c i (4> *) £4 (* I 4 3 t i) ^2 I *2 
— c 2 ( 4 , A) L\( 0 1 4 ,%) UM* 
~c 1 (i 2 ,X)U 1 (0\l,Xi)^\h 
+ c 2 ( 4 , a) TJ 1 014, %) £4(4^ 


1 1 

+/M» Z7j ( 0 ] A, y^) XJ 2 (^| ft, 3t 2 ) cZA dfi. 


wo also Z7i(*|4*0; £ 4 M 4 *)> M* L° ^ ) e i n partikulares Losuno 

von (35) bedeutet, und auBer dein Nicbtverscbwinden der Fr 
scben Determinanten von TJ 1 (z i i,%) nnd U 2 { 0 | i, y), wie sicb 
wird, nocb das Nicbtverscbwinden der Fredbolmscben Deter 


von (— U t (0 14, %) U 2 (0 \i 2 , x 2 )) vorausgesetzt werden muB. V(0 | £ 
gegen braucbt keiner Bedingnng unterworfen zu werden. c t (4 y) 
C\y ) sollen willkurliche Konstantenfelder bedeuten. 

W V 


Da wir bereits wissen, daB U t (5 \i,%) und \X 2 (z\i,%) bzw. 
gemeinen Losungen der beiden ersten Gleicbungen von (35) 
haben wir uns nur nocb mit der letzten Gleiehung dieses Sys 
bescbaffcigen. Wir beweisen zunacbst, daB diese Gleicbung d\ 


0 1 h,xj = 

~M*\h, %)h 0I H) * 2 ) + tU(^l4, «>) & i 014, *i) 

1 

+/H*lt%) 6i( * | ' l ’ ),i)+ 

0 

ist der erwabnte Beweis erbracbt. 

Pir weisen jetzt naeb, dafi jede mit U 1 (z | i, x) und U 2 (z j i, x) zu- 

( i % \ 
z { ^ der 

t Grleiebung von (35) sieb in der Form darstellen lafit, die dureh 
;zte Grleiebung von (38) gegeben wird. 

s seien JJ 1 (z | i, x), U 2 {z \ i, x), V[z ^ und (z | i, x), U 2 (z | i, x), 

• 1J ^ zwei Losungssysteme von (35), und c x (i,x), c 2 (i,x) die 
die beiden ersten Gleiebungen von (38) definierten Konstanten- 


T’ir denken uns G Q 1 ’ durcb die dritte Grleiebung von (38) als 
ion von z definiert. Diese Gleicbung ist eine Integralgleiebung 

f % f> A/ S \ 

z - v ./) und ist, wie wir spater seben werden, naeb der unbe- 

>n Funktion auflosbar, wenn vorausgesetzt wird, dafi sowobl die 
ainanten von U 1 (z j i, x) und U 2 (z\i,x) als aueb die Determinante 
(JJ x (z\i v x x ) TL,(z\i 2} x 2 )) von Null verscbieden sind. In diesem 

zeigt die Fredbolmscbe Form der Losung, dafi Cyz naeb 

renzierbar ist. 

^ir differenzieren nun die letzte Grleiebung von (38) und beriick- 
;en links die Grleiebungen (38), recbts die Gleicbungen (35). Bs 
sieb naeb einfacber Reduktion 


di G y 

i 

+jV-X*\kX) u ^ x ^+rA e \t^h ( -^} di 

o 


l l 

o 6 


3 t eine lineare bomogene Integralgleiebung fiir 



Um sie auf eine Form zu bringen, in der die unbekannte Funk 
nocb unter einem Doppelintegral auftritt, macben wir in (39) ( 
stitution 1 ) 

(40) 


-*('!&*)+/M' 


J _A *Jl + J 9 A 
^2? ^2/ \ 


,• v \ -D, 

b? 'b \_ 

^ / 


Wenn dann nocb links 


//*(' 


addiert und subtrabiert wird ; so ergibt sicb 


<p(» | ££) -//*(* I };i) UMV, *») ^ 

0 0 

0 0 

, I *l)^Frr/ I, \ , ^H 1 ’) , frr I 1 ■ D “’( z |r) 

+ H* £jl jL 0 *^ 5 ^ + ~lkv> + J U ^’ x ^TSTw 

0 

+/+ 

0 

r Dujzi 

+J U,( 

o 

r W*!?) 

+ ^ 2 (#i % s) ]_£4 W%) H—}5~j^ ~ 


Dui(z 

JDu^(z) 


1 

J Ui(*\v,*i)- 


'M* U 


-Dm* (#) 


Nun verscbwinden die Ausdriicke in den eckigen Klammern m 

( ^ \ 

mel (9). Also erbalten wir fur <p[g % %) die b neare bomoge 
gralgleicbung 


<p(* %X)-f fv(* t/D U M l >*x) U 2 (0\{i,% 2 )dXd^ 


(— TJ X 01 i 1; k x ) U 2 (0 | i 2) % 2 )) nicht identisch verschwindet, so folgt daraus 

vM = o 

h, ; 


9>V* 

und dann aus Grleichung (40) 

#■ cl* 


V ) _ o 

Hi ^ 2 / 


( «£ % \ 

• 1J „ 1 ) erweist sich also als Konstantenfeld. 

Hi * 2 / 

Da. mi l. ist bewiesen, daB das System (38) das allgemeine Losungs- 
system von (35) ist. 

8 . Sind TJ x (z\i,%) und TJ 2 (z\i,%) bzw. Losungen der beiden ersten 
Gleichungen von (35), so ist 

U. (0I h, ) U 2 (z\i-,. 3 c 2 ) 

(41) UMi,x), P,(*|»», „ ; t J) . \ 

' ! J 1 Ui(s\h,>h) 

ein Losungssystem von (35). 

In der Tat ist: 

j- z VUMh^i) ^OlV 2 ) - U*(e\ 

= UMhi*dbMHi'H)- UMhiH^MhiK-d ~ U i(*\Hi^Mh/h} 




+ 


h(^\X^)\ d X 


UMhA)UMh,*z) 

UMhiX)U 2 (z\i 2 ,% 2 ) 

{? | h, ^ 1 ) U 2 (0 | i 1} X) 

Ui(*\h, s O#s(*lh»*) 

Diese Tatsacbe konnen wir dazu benutzen, um dem allgemeinen 
Losungssystem (38) eine etwas einfachere Gestalt zu geben. Wir gehen 
dazu von dem partikularen Losungssystem (41) aus, setzen also in (38) 

r(s 

Ferner addieren und subtrabieren wir auf der rechten Seite der dritten 
Grleichung von (38) den Ausdruck 

c i (hi x i) c 2 (hi ^ 2 ) c i (hi % i) c 2 (hi ^ 2 ) 

1 

-f- J* | [, (i 1} X) c 2 (i 2 , y. 2 ) c t (i 2} X) c 2 (i v >c 2 ) ^1 (# I X x i) 

c i (hi % i) °2 (hr A) (h, k x ) c 2 (i 1} A)1 U 2 (0 j X, k s ) ) d X 


Hi __ 

! ^OK^i) Ui(Ahi*z) 

Hi % %) 

VMhi*d tj^Ihi^z) 


+ 


1 1 


-f- J*J (i v X)c 2 (i 2f fi) c x (i 2j X)c 2 (i v [i) TJ t ( 0 1 X, Jt x ) U 2 ( 0 1 fi, x 2 ) dXd(i. 

0 0 


Aus der dritten GUeicbung von (38) wird dann nacb geeign 
sammenziebung 

l 

= TJ X (*|it, *t) + c x (it, aej) +f c i(iv l ) Ui O'!- 1 ; *i ) dl 



h, 

H’ y *2/ 


Oder, wenn wir die beiden ersten Grleich ungen von (38) beriict 
und 


(42) s (t%) ” °(t^) ~ -^^(h 


l % % \ 

setzen, wo ©l/’ 1 ) dann aucb wieder ein willkurlicb.es Ko 
\h> " 2 / 

feld ist, 





Hi (s | i v xj U 3 (z | i 1} x 2 ) 

^1 (^1^27 y i) ^2 I ^ 2 ) 



1 1 

%i) Je 2 )<?A d(i. 



\ h, V Hi (0 | i 2 , x ± ) U 2 (0 1 i 2 , x 2 ) 



+/{«(&£) +«(t ?) UMK 

0 

1 1 

+ff e(£;*) umk^) 

0 0 

Wir wollen jetzt die allgemeine Losung der zu der dritten (Bnichnng 
) assoziierten Streckengleichung (36) aufstellen. Sie hat die Form 


1 



0 0 


^ eine willkurliche Konstantenstrecke, U t ( 0 1 i, x) und U 2 ( 0 1 i, x) 
osungen der beiden ersten Grleichungen von (35) sind ? die den 
amer 7 dieses Abschnitts geforderten Bedingungen geniigen. 

ir beweisen zunachst, daB die Gleichung (36) befrie- 

n der Tat erhalten wir durch Differentiation von (44) 
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Zweiter Abschnitt 


{— fur 0 = 0 O verscbwinden, so ist dorfc Hire 

Fredbolmscbe Determinante gleicb 1. Das folgt sofort aus der Reibe 
(1) fiir die Fredbolmscbe Determinante, in der, wenn die betracbtete 
Function von den vier Stellenzeigern i v z x ; i 2 , % 2 abbangt, an Stelle von 
i und % die Paare von Veranderlicben i 1; i 2 bzw. x v z 2 einzusetzen sind. 
Wir konnen also jedes andere Losungssystem U t ( 0 1 i, %), U 2 ( 0 1 i 7 %), 


23 0 


h,*t 


^ durcb das System (50) vermittels der Grleichungen (38) 

darstellen. (i,z), c 2 (i,z), C^j 1 ’ ^ sind dann die Anfangswerte des 
betrelfenden Systems fiir 0 = 0 O . 


Aus (43) folgt ferner, daB eine Losung 23 


*2; ^2 


der letzten 


Grleiclmng von (35) darstellbar ist als Determinante 


Pj (0 | Zj) Pg ^2? Zo) Pi I L? Zj ) P2 I b 7 Z9) 


von Losungen der beiden ersten Grleicbungen von (35), die mit ilir eiu 

Losungssystem bilden, wenn ibr Anfangswert G'Q lJ ^ fiir 0 = 0 O in 
der Form 


C I 


h ,*1 

Go, ’^ 0 , 


C 1 (b> C 2 0 2) X a) C 1 (^2) ^1) ^2 Cin ^2) 


darstellbar ist, denn dann wird nacb (42) 



c x (i,%) und c s (i,%) sind dann bzw. die Anfangswerte von P t ( 0 j i, z) 
und P 2 ( 0 1 i, z) fiir 0 = 0 O . 

11. Wir wollen jetzt die Reihen (50) nacb einem Punkte a x ihres 
Konvergenzbereicbs analytiscb fortsctzen. Von den Kocftizientenfeldem 
b x ( 0 1 i, %) und b, 2 (0 ( i, z) setzen wir dabei voraus, daB sie ailentbalben 
eincleutig seien. 

Wir denken uns also in den Reikou (50) die Substitution 
0 - 0 O == (0 — 0 X ) + (s t - 0 O ) 


gemacbt. Die so erbaltenen nacb Potenzen von (0 — 0 t ) fortschrciten- 


den Reiben U\ ( 0 1 i, z), U 2 (0 j i, z), V (0 
\s- Si \<ll 


h> ^2 


,J L 


werden dann sicber fiir 



konvergieren also nicht nur die analytischen Fortsetzungen von TJ X (s | i, x) 
nnd U 2 (e\i, x ) 1 ) sondern anch die analytische Fortsetzung von Vi 0 I j 1 ’ f 1 ) 


und diese Fortsetzungen bilden dort ein Losungssystem. 

Wir kornnen also schlieBen, dafi die aus den Reihen (50) durch 
gleichzeitige analytiscbe Fortsetzung entstelienden monogenen analy- 
tischeu Funktionen liolomorph sind in dem ganzen Holomorphiebereich 
der beiden Koeffizientenfelder b x (s \ i, %) und b 2 {? \ i, z) und dort ein Lo¬ 
sungssystem von (35) bilden. 

12. Es sei nun z = p fur wenigstens eines der Koeffizientenfelder 
ein isolierter singularer Punkt, etwa ein Pol. Dann wird ein durch 

die Anfangswerte cp 0 (i } %), d> 0 (b x), fiir hen regularen Punkt 


z = z 0 defiuiertes Losungssystem U x (s\i,x), XJ 2 (z\i,x), i m 

allgemeinen in der Umgebung von 0 = p niclit mehr eindeutig sein. 
Setzen wir dieses Losungssystem also auf einem Wege fort, der den 
Punkt p umschlieBt und zu dem Punkte z 0 zuruckkehrt, so wird es 

sich in ein andores Losungssystem U x (s\i, %), XI 2 (0 \ i, x), V (jz j 1 ’ 
verwandolt haben. Erfiillt das urspriingliche Losungssystem die in 
Nummer 7 angefiihrten Bedingungen, so wird sich das neue Losungs- 
systern durch das urspriingliche vermittels der Grleichungen (38) dar- 


stellen lassen. Das System von Anfangswerten cp 0 (i, x) } <t> 0 (i, x), Zo 
geht also dann fiber in das System 

1 1 

<P 0 (b *) -=-• ( Po (i;%) + Ci (b x) + fc t (i, 1) cp Q (X, x)dl 

6 

1 

0 o (b x) = c l> 0 (b x) -\- x) + f c 2 (i, l)O 0 (l, x)dk 


h> K t\ 


(y n 

Zol y 


l/i’xj + C \u,xJ + ^b;b) c lV.bPb) 

- - c 3 (b, X a ) cp 0 (i>, J£ X ) — (\ (L, x x ) O 0 (4, x a ) 
“b Cg (L; x 2 ) ip Q (y 1 j ) 


+/V 

0 

+ Cl (b, 1 ) (po (A *1) «t>0(A *s) — c 2 (h, l ) ( Po (A *1) (l) o A * 2 ) 
c x (L, X) cp 0 (1, Jt t ) O 0 (b; %) "k Cg (L, !<) <p 0 (b, %) d> 0 (A, tt 2 ) 


1 i 

/ 6 " G” 1) q> °( x ’ Xi ) °° ^ 
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Zweiter Absehnitt 


Die Predliolmsclien Determinanten von c x {%, z) und c 2 (i,%) sii 
von Null verscbieden. x ) 

13. Um auch eine Reibenentwicklung fiir die Losung der E 
gleicbung (36) zu erbalten, setzen wir 


(53) 


«(*| £) “.5V, (*1K*-*<>)"• 


Setzen wir diese Reibe in Gleicbung (44) ein und wall 
U x (z | i, %) und U 2 (z | i, z) die fiir z — z Q verscbwindenden Losur 
beiden ersten Gleicbungen von (35) ? die ja alien geforderte] 
gungen geniigen, so ergeben sicb fiir die Koeffizienten ^ die 


(54) 



( 55 ) *.(£) -f{ c C, Va o + c(i‘)^a *.)} a 

o' 

i i 

+JJ H- 

0 0 

n = 1,2 • • • 


wo die cp und d> sicb aus den beiden ersten der Formeln 
stimmen. Aucb die Reibe (53) konvergiert vermoge der Dai 
(44) fiir | s — z 0 | < H, und die aus ibr durcb analytiscbe For 
entspringende monogene analytiscbe Funktion ist im ganze 
morpbiebereicb der Koeffizientenfelder bolomorpb und eine 
von (36). 

Ist wieder s = p ein isolierter singularer Punkt, und bos 
wir einen Weg, der diesen Punkt umscbliefit und zum Punkt 
zuriickkebrt, so verwandeln sicb U x (s [ i, z) und U 2 (z\i, z) 


JJ 1 (z \i, z) und U%( 0 1 i, z), und Q[z 


folglicb in 


Q[0 


J. 

2) - C (Z) + /Ki)^ H**> + 


l 1 

+ Jj U M X > »i) ^2 01 (I, z^dk d[L. 

0 0 


Wo lien wir Q j durcli U x (z\ i } %) und U 2 (z\i,x) ausdriiclcen, so 
milssen wir beriicksicktigen, daB nacb Formel (37) 


i 

Ui (z | i, x) — U L (z j x) ~b c \ (j,x) ~b/" c i (b ^[z j A ; >c) ^ A 


U2(z |b Jt) = U%{&\i } y*) ~b c 2 (b d“ ( /^2(b ^2 f ^'1 'O^d- 

o 

Setzen wir diese Ausdriicke in unsere letzte Grleickung ciu ; so erhalten wir 


Z "y ) ^ CCy') d" fl^(y') ( z \ 'U * A \ ) d ~ c i (K x i) 

/y.\ ’ \/*9 / « / V Y /V °/ 


J. 

~b^C x (A, (I) U l (z j t a ; >Cj) <7g. 


^2) d~ c s(^) ^2) 


1 

+J%(x, £4(*Im 


~b f j b 


r 

IK is \ K <h) + A (K s«i) d-J ^ (A, v) (k, v, Xj) tl 


[i,x s ) -f Co(g ; ;c 2 ) -f I Co( t u ; 3t) IK(z |?r,x 2 )d % dXd 


Setzen wir danu 


(50) 0(£) - C'(£) +J {6'(* + C(*‘J^,* S )}^ 


-b J j Cj (A, 5^)c„ (ji, j<o) rZ A c/u, 

l> » 


so wire! 


l 

(57) §(*K) - o(^) -h/{e(Q77 1 (^|-l,x l ) + c(K)UM>-,■'■?))■ 


•b / / ; d ) ^ ; 2 (" I Jb * 2 ) f{ 1 ll l L - 


(J ist also dor Anfangswert fur z = 3 nacli clem TJmlnuf um clou 


14. Es seien jetzt die beiden Koeffmentenfelder Konstnntenfekl 
b L (i, x) und b 2 (i ; x). Das System (35) ninmit dann die Gestalt an 


(58) 


~dz 


<L 

dz 


i 

u t (z : i, x) = 1) L (/, x) 4 - j*L\ (zi, X) b L (X, X) d l 
o 

l 

U 2 (z J i, x) = b. 2 (i, x) -f j U 2 (z\i, X)b 2 ( X, x)dX 


\t-v(z\}’l l 

\ d A j ^2; 


U 1 (z\i v x 1 )b ; j(? 27 x.,) U 2 {z | i v x 2 )b i (< 2; x x ) 
(^14? 'n)^2 (?v %) ~f~ U%(z\i 2) x.^)b 2 ('<j ; x^ 


l 

+/{ + K'i&iW**)!* 


Die fiir z = z 0 verscliwindenden Losuogen der beiden ersteu dies* 
Gleichungen sind, wie sich aus den beiden ersten Formeln von (51 
sofort ergibt, die sogenaimten Volterraschen Transzendeiiten l ) 


(59) 


wo 


(60) 


w 0> - ** I h a, *)) 4 w. *) (* - *„)* 

n =s l 
00 

W{s — Z 0 | & a (/, *)) h ^ W ('4 *)(« — ■?(,)'*; 

a ~ 1 

1 

&,<«) (i, *)=jv ->)(*, x) \ (i, *) ^ 

0 

L 


die sogenannten iterierfcen Kerne sind. 2 ) 

Die far a — verschwindende Losung der dritteu Gloiclnmg voi 
(58), die mit W(g - * 0 | &, (»,*)) und W(* - * 0 | ein Losunge 

system bildet, ist sonacli 


^cd- Volterra, Lemons sur les lonctions de lignes, Paris 1913, y. 198 
Scblesinger, a. a. 0., S. 113. 

2) Vgl. etwa Kowalewski, a. a. 0., S. oH. 




Die Streckengleicliung (36) erkalt die Gestalt 


o' 


und ilire allgemeine Losung liat nacli (44) die Form 


(65) Q 6 : 2 ) - C Gl) +/{ C (j J W( -* - *"» I V(*. *0) 


+ c(J L J IV (3 — 3 0 1 b 2 (X, k 2 )) j cl l 


1 1 

r rji 


+ j I — 2 0 \b l (l } Tij)) W (3 ,-’ 0 ; b 2 (u, X»)) did 


15. Setzen wir in (35) 

\ (3 j I, x) = h { 3 1 if yd) = l (3 j % %), 
so kommen wir zn dem System 


U( 3 \ifX) = b( 3 \if* 


i[i, l) b (3 : l, x) cl l 


| ^ 7 ^j = U( 3 \ i v x x ) b (3 1 %, x 2 ) — U( 3 ' i i} xd) b (3 \ L, x { ) 


U{3 1 i,f x x )b( 3 \i u x 2 ) H- U(3 1 A, xd)b(3 1 i v x x ) 


L 

+J { r ("\2(X) hW -’^ 

U 

+ V ( 3 I ]- v ^ b (3 ; X, xd) ] cl l 


znriickj dem die Ausdriicke 


-11 4 - A L-L 1 .. - 

•»*(-; JMz) 


geniigen, wenn y(s i,% ) eine Losung der Integrodifferentialgleicku] 
(17) ist. 

Das allgemeine Losungssystem ergibt sicli aus (38) und (43) fi 

XJ x ( 3 1 if %) = U^3\i,x) = U(3\ifX) 

und 

c i (h % ) ~ c 2 (b % ) ~ G (% x ) 


in den beiden Formen 



1 

( U( 2 |v'.'i “ U{n\i,z) + c(i,x) +Jc(i,>.)V(s\>.,x)d?. 



V i 3 'X*) + C C »*1 


4" * 1 ) ^"( ,S I ? 2; * 2 ) 


— c(i v /t-j) TJ (< 2 | '?oj c(? 2 j I H> K st) 

-f- c(i.2f"^ 2^ U(0\i v * L ) 


) 



1 



-1- c(i l} A) [ Z7(*, l, v.X U(ts ' i s , JC S ) 

— U(e | A,, Xj) £7(2 | X, x s )] 

-j- c (?’ 2; A) [ £7(2 < 1; 3c i ') U(z | A, x 2 ) 

— £7(2; A, s^) £7(* | i v x 2 )J j (ZA 



f y * ' 
0 0 


s | A, >t|) £7(# t-i, ^ 2 ) ^ A 


U0|;» == r/I/, jc) -I- c(t, ;c) + /c(/, A) CT(s|A 3 ;c)(/A 
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0 ;*l 

L, y.» 


lt(,v | 1 2£ t ) U(^| /jj Xo) 1 ^ ~/'ij, JCj 

, it (."I Aj, Xj) U^lAj, >C 2 j ; 1 Vi> X i 


/Kt* s H' iA ’ Ki) +®(&i 

: I K x i) ££(2 1 (*) x 'i) d t u. 


rr / h> ^ 

^ 1 *3, u 


horm (66) dos allgomcinen Ldsungssysteins voii (25) laBt sicli 
(itwaa vori'inkiohon. i)a niimliek durch (07) jedes Losungssystem 
esfcellt; vvircl, so liilU; sicli auoli insbesondere das iu (66) auftretende 
ngssystcm 


^om, 


vL 

\ lily /►o 


LB don lOmtiohi (67) (lurch U{p\i,"/) allein ausdriicken. Pis wird 

L 

c(i } it) = 0 


+ 


0 

1 1 

+ffe Oi! £) y w *« *>) u (* i ft *»)<« rf ;‘ • 


Daraus foist 


VWuO U(2M) - U{zm) U(z | i v z. 2 ) - Viz 




l; l 

i, X, 


"£) 2.' 


(5 


s(! ljA 


Zn, X 


2; *2/ 


A,*l 


■z,,x 


'V “1 


?o; ^ 


0 A, x 


1 1 

-j'feik, l) u(s ' A u( -^’ *»v* ^ 


Setzen wir diesen Wert fiir die Determinante in die letzte Grl 
von (66) eia 3 so erhalten wir nach geeigneter Anordnung 

i 


5g( a | ) — vt „ 

Z 2 J ^2 


i '2 ) K V 




+ C 0’i> »j) ^14; Ho) “ cft» H 2 ) r/(«|i 2; JC X ) 

C(? 2 , Xj) £/"(#: 2 X , J£ 2 ) + c(? 2 , X 3 ) U(Z i u Xj) 


+ 


0(V A 


4- 


°(t?)-/Uw5(£?) 

0 




+ 


,/{ c ft> i, ) s (ti) + c (’»®Ci 1 ,’ 


4'i, A 


TJ{z\X ) % l ) U(z\a, x s ) 


Besondere Fiille 


Setzen wir also 


m c (t *:) -/! ■ s (t *:)+^ «(l u s)} ^ - 4 (t :;), 


wo C. { /’ n I clann auck wieder eiu willkurlickes Konstantenfeld ist, 

1 V2J ^2/ 7 

so ersclieint das allgemeinQ Losungssystem von (’25) in der Form 1 ) 
tl (g | i, x) = U(e\ i, x) -f- c(i, x) +Jc (■/, X)U(z\ X, x)dX 

o 

+ °*(t 2) + ■tt.’OWWfc*) 

- c0\, * a ) £/"(*| i a ,0 - c(/ 2; >0 £7(* ! i v xX) 

+ c(i v x.,) U(s 

(69) 

o 

i i 

+j' i (J l (■/“ p) U ( g I *l) U (* IF; *2) ^ 

l 0 o' 

Diese Form entspricht der Darstellung dcr Minoren eines kompoiuerfcen 
Feldes durcli die Minoren seiner Ivomponenten in der Gestalt (16). 

Die allgemeine Ldsung der Streckengleichung 

1 

( 3a ) l «(*|S)-+ q(AX)k°mW ■ 

0 1 

die der zweiton Gleichung von (25) entspriclit, hat nach Formel (44) 
die Form 

i 

(70) «(*]*) «(*) + f{od )lJW, *,) + 


l ] 

+ / / C (^)U(0\X, Xj) U(z\[i, x. 2 )dX dn, 


1) Deu iu Nr. 7 erwilhuten Bedingungen 1‘iir die l' 1 redholmseb.eii v Determi- 
nanteu von (f l { z \ i, x) urid (2 \ i, x) entsprecliend xnuiS liier uberall das Nicht- 
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/weiter Abschnitt 


tfo U(g\i,%) eine den bekannten Bedingnngen geniigende Loi 
ersten Grleichung von (25) ist. 

Es ist mir eine angenehme PfLickt, am Sclilnsse meiner 
rungen Herrn Professor Dr. L. Sclilesinger fiir die Anre< 
dieser Arbeit sowie fiir die Unterstiitzung, die er mir b 
Abfassung hat znteil werden lassen, me men besten Dank 
spreckeii. 
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